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摘要
图的直积运算具有许多很好的结构性质，其中之一是满足消去律，即: 对任意
两个图 G 和 H 以及正整数 k , Gk = Hk 当且仅当 G = H，这里 Gk 表示 G 的直积
k 次幂。Hammack 和 Liversay 定义了图的一种新的乘积运算，称为图的 k 次内幂运
算，并希望该运算也具有消去律，但随后他们很快注意到这一结论当 k 是偶数时是
不正确的。尽管如此，他们猜想当 k 是奇数时结论是成立的。
从定义不难看出图的内幂运算非常类似于图的直积运算。因此，除了消去律，
研究者还研究了内幂运算的其它结构性质，如连通性、二部性、哈密尔顿性等。
坚韧度 (toughness) 是 Chva´tal 于 1973 年引入的一个图的不变量, 主要用来衡量
一个图的各个部分之间连接的紧密度。 Chva´tal 确定了一些特殊图类的坚韧度并研
究了坚韧度与哈密性之间的关系。1990 年，Goddard 和 Swart 证明了非平凡的树的
坚韧度为树的最大度的倒数,确定了完全图与路的笛卡尔乘积图的坚韧度以及完全图
与圈的笛卡尔乘积图的坚韧度，并给出了路与圈的笛卡尔乘积图和圈与圈的笛卡尔
乘积图的坚韧度的上界。2007 年，Mamut 和 Vumar 确定了两个完全图的笛卡尔乘
积图的坚韧度。最近，Guji和 Ali给出了完全图与路的直积图的坚韧度。
本文研究图的内幂运算的连通性、独立数和坚韧度。得到了以下结果：
1. 证明了完全图和圈的二次内幂的连通度等于其顶点的最小度；
2. 确定了完全图的二次内幂的坚韧度；
3. 给出了圈二次内幂坚韧度的上、下界，并证明：当 k  3 时，圈和路的 k 次内幂
坚韧度等于 0.
关键词：内幂运算;连通度;坚韧度;
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Abstract
The direct product of graphs has many nice structural properties, one of which is the
so-called cancellation law, that is, for any two graphs G and H , Gk = Hk if and only if
G = H . Hammack and Liversay introduced a new product operation of graphs, namely the
k-th inner power, and hope that it has similar cancellation law. Unfortunately, almost at the
same time, they found that this is not the case when k is even. Even so, they conjectured
that the cancellation of the k-th inner power holds for every old k.
From its definition, the inner power is much similar to the direct product. Therefore, in
addition to the cancellation, research interests also focuses on some other structural proper-
ties, such as the connectedness, bipartiteness and Hamiltonicity etc.
Toughness is an invariant of graphs introduced by Chva´tal in 1973 . It is mainly used
to measure the tightness of connection between the parts of a graph. Chva´tal determined the
toughness of some special graph and investigated the relationship between the toughness and
Hamiltonicity. In 1990, Goddard and Swart proved that the toughness of a nontrivial tree is
reciprocal of the biggest degree of the tree. They determined the toughness of the cartesian
product of a complete graph and a path, and the toughness of the Cartesian product of a
complete graph and a circle. They also established the upper bound on the toughness of the
cartesian product of a path and a cycle, and the upper bound on the toughness of cartesian
product of two cycles. In 2007, Mamut and Vumar determined the toughness of cartesian
products of two complete graphs. Recently, Guji and Ali presented the toughness of the
direct product of a complete graph and a path.
This thesis focuses on studying the connectivity, independence number and toughness
of the inner power of graphs. The main results are as follows:
1. We prove that the connectivity of the second inner power of complete graph and cycle
equals their minimum degrees of the vertices;
2. We determine the toughness of the second inner power of complete graph;
3. We establish an upper and lower bound on toughness of the second inner power of cycles
and prove that, the toughness of the k-th inner power of cycles and paths equals zero if
k  3.
Key Words: the inner power of a graph; connectivity; toughness;
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第一章 绪论
1.1 研究背景
图的直积运算具有许多很好的结构性质，其中之一是满足消去律，即: 对任意
两个图 G和 H 以及正整数 k, Gk = Hk 当且仅当 G = H，这里 Gk 表示 G的直积 k
次幂。在文 [1] 中，Hammack 和 Liversay 定义了图的一种新的乘积运算，称为图的
k 次內幂运算，并希望该运算也具有消去律。随后，他们很快注意到这一结论当 k
是偶数时是不正确的。尽管如此，他们猜想当 k 是奇数时结论是成立的。
从定义不难看出图的內幂运算非常类似于图的直积运算。因此，除了消去律，
研究者还研究了內幂运算的其它结构性质，如连通性、二部性 [1], 圈内幂的哈密尔
顿性等[2]。
坚韧度 (toughness)是 Chva´tal于 1973年在文 [3]中定义的一个图的不变量,主要
用来衡量一个图的各个部分之间连接的紧密度。Chva´tal 确定了一些特殊图类的坚韧
度并研究了坚韧度与哈密尔顿性之间的关系。1990 年，Goddard 和 Swart 证明了非
平凡的树的坚韧度为树的最大度的倒数,确定了完全图与路的笛卡尔乘积图的坚韧度
和全完图与圈的笛卡尔乘积图的坚韧度，并给出了路与圈的笛卡尔乘积图和圈与圈
的笛卡尔乘积图的坚韧度的上界。2007 年，Mamut 和 Vumar 确定了两个完全图的
笛卡尔乘积图的坚韧度。最近，Guji和 Ali给出了完全图与路的直积图的坚韧度。
本文研究图的內幂运算的连通性、独立数和坚韧度。得到了以下结果：
1. 证明了完全图和圈的二次内幂的连通度等于其顶点的最小度；
2. 确定了完全图的二次内幂的坚韧度；
3. 给出了圈二次内幂坚韧度的上、下界，并证明：当 k  3 时，圈和路的 k 次内幂
坚韧度等于 0.
1.2 基本定义和术语
与本文相关的术语和符号：
1.图 (graph)
一个图G是指一个二元组G = (V;E) , 其中集合V 是 G 的顶点集, 集合E是 G
的边集。连接顶点 u 和 v 的边记为 (u; v)或uv。图G的边数记为 "(G) 或简记为 "
图G 的顶点数记为 (G) 或简记为 。
2.自环 (loop)
两端点重合的边称为自环.图G中自环的个数我们用 "0(G)表示。
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3.途径 (walk)
一条 u  v途径W 是图G中的一个有限的点序列
W : u = x0x1:::xk = v
其中对所有的 i 2 f0; 1; :::; k   1g , 满足xixi+1 2 E(G)。途径W 的长度为 k (即途径
所含边的个数). 如果满足u = v ,则称W 是一条 k 长的闭途径。
4.路 (path)
图G中边和顶点均不重复出现的途径称为路。本文我们定义含有n个顶点的路
为n  1长路。
5.圈 (cycle)
图G中边和顶点均不重复出现的闭途径称为圈。含有偶数个顶点的圈为偶圈，
含有奇数个顶点的圈为奇圈。
6.点导出子图 (induced subgraph)
设V 0  V (G) . 以V 0为顶点集，以G中两端点均属于V 0的所有边作为边集所组
成的子图，称为G的由顶点集V 0导出的子图，简称G的点导出子图，记为G[V 0]。
7.顶点割 (vertex cut)
若G的子集V 0使得G  V 0不连通，则V 0称为G的顶点割。k顶点割是指有k个
元素的顶点割。
8.连通度 (connectivity)
若G至少有一对相异的不相邻顶点，则G所具有的k顶点割中最小的k , 称为G
的连通度,记为(G)。若G为完全图则(G) =    1。
9.独立集 (indenpendent set)
设S是顶点集V 的一个子集，若S中任意两个顶点在G中均不相邻,则称S
为G 的一个独立集。G 的一个独立集S称为G的最大独立集，如果G不包含适
合 jS 0j > jSj的独立集S 0。
10.独立数 (indenpendent number)
G的最大独立集的顶点数称为G的独立数，记为(G) 。
11.度 (degree)
图 G的顶点 v的度 dG(v)是指 G中与 v关联的边的数目,每个自环算作两条边。
用 (G) 和 (G) 分别表示 G的顶点的最小度和最大度。
12.二部图(或偶图) (bipartite graph)
二部图是指一个图，它的顶点集可以分解成为两个非空子集 X 和 Y ,使得它的
每条边都有一个端点在 X 中, 且另一个端点在 Y 中;这样的一种分类 (X;Y ) 称作图
的一个二分类。
– 2 –
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13.完全二部图 (complete bipartite graph)
具有二分类 (X; Y ) 的简单二部图,其中 X 的每一个顶点都与 Y 的每一个顶点相
连.
14. k-正则图 (a k-regular graph)
若对于所有的点 v都有 d(v) = k则称图G是 k -正则图 ;完全图和完全偶图Kn;n
都是正则图。
15.平凡图 (trivial graph)
只有一个顶点的图为平凡图。
16.完美匹配 ( perfect matching)
设边集M 是 E 的子集，它的元素是图 G中的边,若这些边的任意两个端点都不
相邻，就称 M 为 E 的匹配。我们称 M 中一条边的两个端点在 M 下是配对的。如
果匹配M 中的某条边与顶点 v 关联，我么就称M 饱和点 v , 也可以称点 v 是M 饱
和的。如果图 G的顶点均为M 饱和的，就称M 为图 G的完美匹配。
17.同构 ( isomorphism)
如果存在一个双射  : V (G)  ! V (H) 和 ' : E(G)  ! E(H);使得 'G(e) = uv
当且仅当  H('(e)) = (u)(v) ;那么就称图 G和图 H 同构，记为 G = H 。这样的
映射称为 G和 H 之间的一个同构。
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第二章 内幂的定义和性质
2.1 定义
一个图G的m次内幂，我们用G(m)表示。G(m)的顶点集为
V (G(m)) = f(x0; x1; :::; xm 1) : xi 2 V (G); i = 0; 1; :::;m  1g
在不引起混淆的时候我们也把点 (x0; x1; :::; xm 1) 简记为x0x1:::xm 1 ;它的边集为
E(G(m)) = f(x0x1:::xm 1)(y0y1:::ym 1) : xiyi1 2 E(G); i = 0; 1; :::m  1g:
如果不做特殊说明，我们约定本文所有顶点的下标运算均模m取余数。本章主要研
究的是一些特殊图类的二次内幂图的性质。
例如，对于G的二次内幂G(2)来说，它的顶点集为V (G)  V (G) ,边集
为所有顶点对 (x0x1)(y0y1) ,其中 x0y1 2 E(G)且 y0x1 2 E(G) ; 而G的三次内
幂G(3)的顶点集为V (G)  V (G)  V (G) , 边集为所有顶点对 (x0x1x2)(y0y1y2) ,其
中x0y1 ; x1y2 ; x2y0 ; y0x1 ; y1x2 ; y2x0 2 E(G) .
图 2:1 和图 2:2 给出了一些图的内幂的例子 .
图2.1: 完全图K2 , K2 的二次内幂K2(2) ,以及K2 的三次内幂K2(3)
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图2.2: 完全图K3的三次内幂K3(3)
2.2 性质
下面的内容是作者 Hammack和 Liversay做出的内幂图基本性质。
1.孤立点和自环
定理 2.1 (Hammack和 Liversay [1]). 设G是一个图，且m = 1或者m = 2 ,则图G(m)
有一个孤立点当且仅当图G有一个孤立点。
定理 2.2 (Hammack和 Liversay [1]). 设G是一个图且m  3是一个整数，则图G(m)
有一个孤立点当且仅当图G中存在两个顶点 c; d 使得N(c) \N(d) = ; .
定理 2.3 (Hammack和 Liversay [1]). 设G是一个图并且m是一个正整数。则图G(m)
在顶点x0x1:::xm处有一个自环当且仅当图G有一个x0x1:::xmx1的闭途径。
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2.连通性
定理 2.4 (Hammack和 Liversay [1]). 设G是一个图并且 a; b; c; d 2 V (G) ,则在图G(2)
中存在一条 ab  cd途径当且仅当下面的条件至少成立其中一条:
(1)图G中存在一条 b  d的偶途径和一条 a  c的偶途径;
(2)图G中存在一条 a  d 的奇途径和一条 b  c的奇途径.
定理 2.5 (Hammack和 Liversay [1]). 设G是一个图，则图G(2)是连通的当且仅当图
G是连通的且图G中含有一个奇圈。
定理 2.6 (Hammack和 Liversay [1]). 设G是一个图且m为m  3的整数。则图G(m)
是连通得当且仅当图G(m)中的任意一个顶点对 (x0; x1; :::; xm 1) 和 (y0; y1; :::; ym 1) ,
都存在一个同态映射' : Pn  Cm ! G ,满足'(1; i) = xi; '(n; i) = yi .
3.二部性
定理 2.7 (Hammack 和 Liversay [1]). 设图G是一个不少于两个顶点的二部图。则
当m  2时,图G(m)都是不连通的。
定理 2.8 (Hammack 和 Liversay [1]). 设图G是一个非空图且m为一个正整数。则
图G(m)是一个二部图当且仅当图G为二部图且m为一个奇数。
4.边的计数
定理 2.9 设G是一个图，且m  2。则:
"(G(m)) =
(
1
2
(tr(A2m) + tr(Am)) 当m是奇数;
1
2
((tr(Am))2 + tr(Am)) 当m是偶数.
文章[1]就内幂图的连通度做了研究，并得到了上面的结论。在此基础上本章节
主要研究特殊图类 Kn 和 Cn 的二次幂图的连通度以及独立数。根据内幂的定义我们
知道，对图进行内幂后会产生自环。而我们研究的图的连通度以及独立数的性质都
与自环无关，所以在证明过程中都不考虑自环。
2.3 完全图Kn的二次内幂图的连通度与独立数
我们记V (Kn) = f0; 1; 2:::n  1g，则
V (K(2)n ) = f(i; j) j 0  i  n  1 ; 0  j  n  1g ;
E(K(2)n ) = f(i; j)(m;n) j i 6= n ; j 6= m ; 0  i  n  1 ; 0  j  n  1g :
因为不考虑自环，所以该图的最小度为 (K(2)n ) = n2   2n . 为了方便，我们在
证明过程中记 G = K(2)n .
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定理 2.10 [4]若 G是 k-正则偶图 (k > 0) ,则 G有完美匹配。
引理 2.1 若 v=(p; q) 是图 K(2)n 中任意一点，则集合S = f(q; i); (i; p)ji 2 N; 0  i 
n  1g中任意一点都不与点 v 相邻，并且 V (G) n (S [ fvg) = NG(v)。
证明: 根据内幂的定义可知，若是任意异于点 v 的点 (x; y)与点 v 相邻，则必须
有 py 2 E(Kn) 且 qx 2 E(Kn). 而 py 2 E(Kn) 当且仅当 p 6= y ; 所以异于点 v 的点
(x; y) 与点 v 相邻，当且仅当 p 6= y 且 q 6= x，所以 S 中任意一点都不与点 v 相邻。
由于之前声明不考虑自环，所以点 v 与它本身并不相邻。所以剩余的点均与点 v 相
邻，即 V (G) n (S [ fvg) = NG(v) . 
引理 2.2 对于任意的自然数 0  p  n  1，都有图 G = K(2)n 的点导出子图 G[T1]和
G[T2] 都是完全图，即 G[T1] = Kn 1 ; G[T2] = Kn 1 ;其中
T1 = f(p; i) j 0  i  n  1; i 6= pg ; T2 = f(i; p) j 0  i  n  1; i 6= pg:
证明: 对于点集 T1 中的任意一点 (p; i) 来说，由引理 2.1 可知与点 (p; i) 不相邻
的所有点构成的点集为 S = f(i; j); (j; p) j 0  j  n 1g . 由于 0  i  n 1; i 6= p，
所以 S \ T1 = ;，也就是说点 (p; i)与 T1 中的任意一点都相邻。由点 (p; i)的任意性
可知，点集 T1 中的任意一点都与 T1 中的其他点相邻，所以 G[T1] 是完全图 ;同理可
证 G[T2] 也是完全图。而 jT1j = jT2j = n  1 ,所以 G[T1] = Kn 1 ; G[T2] = Kn 1. 
引理 2.3 当 n  3时，图K(2)n = G中任意相异的两点 (p; q)与 (p; j)之间存在 n2 2n
条内部点不交的路。
证明: 我们根据 q 与 j 是否等于 p ，分不同的情形来说明 ; 由于 q = p 与 j = p
是同一种情况，所以我们只需分两种情形来证明。
情形1：点 (p; p) 与点 (p; j) (j 6= p) 之间存在 n2   2n条内部点不交的路。
为了方便叙述，设点(p; p) = v1 ,点(p; j) = v2 .分别取点集
S1 = f(i; p) j i 2 N ; 0  i  n  1g ;
S2 = f(j; i) j i 2 N ; 0  i  n  1 ; i 6= p ; i 6= jg ;
S3 = f(p; i) j i 2 N ; 0  i  n  1 ; i 6= p ; i 6= jg :
令 S = S1[ S2[ S3[ f(j; p); (j; j); (p; p); (p; j)g ,则由引理 2.1可知 V nS  NG(v1)
且 V n S  NG(v2)。我们用 jSj 表示集合 S 中的元素的个数，那么 j S j= 3n   2 ,
j V n S j= n2   3n+ 2 .所以点 v1 , v2 可以通过 V n S 中的点形成了 n2   3n+ 2 条内
部点不交的 2长路。
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